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Множество – есть многое, мыслимое как единое.

Георг КАНТОР
На предшествующем этаже мы обсуждали основные принципы строительства Здания Математики, пытаясь прояснить общие правила игры. Собственно, математические конструкции появляются лишь на Этаже 2, где нам предстоит познакомиться с удивительным понятием множества. Теория множеств XE "теория:множеств"  составляет фундамент Математики и достойна серьезного изучения. Мы ограничимся, однако, лишь кратким обзором важнейших теоретико-множественных понятий, непосредственно используемых в дальнейшем. Это в значительной степени объясняется непосредственной целью нашего курса. Мы не даем строгое развернутое описание оснований Математики, а пытаемся показать, как на этих основаниях возводятся различные математические конструкции. Желающие познакомиться глубоко с теорией множеств или другими разделами Математики могут отложить в сторону сей легкомысленный трактат и обратиться к более солидной литературе. 

Естественно, наименьшей убедительностью будут отличаться исходные положения теории множеств, связанные с первичными понятиями множества, элемента и свойства (см. Комната 2.1). Они определяются аксиоматически на основе интуиции и никак не могут быть логически выведены из чего-либо более простого в виду принципиального отсутствия оного. Можно лишь указать на своеобразный характер связи между ними. Однако в дальнейшем излагаемая теория постепенно приобретает некоторую строгость, возрастающую по мере удаления от весьма ненадежных оснований. 

Все объекты, рассматриваемые в дальнейшем, так или иначе, оказываются множествами, элементами или свойствами некоторых объектов. В этой связи нам хотелось бы для начала получить некоторый опыт работы с этими понятиями. Проще всего научиться строить новые объекты из уже имеющегося строительного материала. Здесь на нашем пути встретится понятие подмножества, представляющего собой совокупность элементов исходного множества, удовлетворяющих некоторому дополнительному свойству (см. Комната 2.2). Другой способ конструирования множеств опирается на понятие произведения множеств – совокупности всевозможных пар элементов данных множеств (см. Комната 2.3). Сочетая описанные приемы, мы получаем новые классы множеств. Так, любое подмножество произведения множеств называют соответствием (см. Комната 2.4). Мы рассматриваем далее два независимых класса соответствий – отношения (см. Комната 2.5) и операторы (см. Комната 2.6). Вместе они выводят к понятию равномощности, являющейся отношением эквивалентности множеств и предполагающей существование обратимого оператора, действующего от одного множества к другому (см. Комната 2.7). Общая характеристика всех равномощных множеств называется мощностью. Мощность и оказывается желанной лестницей, выводящей нас на Этаж 3 Здания Математики – к числам. В частности, натуральные числа, будут определены в дальнейшем как мощности непустых конечных множеств.

Комната 2.1. Множество
Дао, которое может быть выражено словами, 
не есть постоянное дао. Имя, которое может быть названо, не есть постоянное имя.
                                                                ДАО ДЭ ЦЗИН
Наша цель состоит в описании логического строения Математики. Любое математическое рассуждение (геометрическое построение, доказательство теоремы, вычислительный алгоритм и т.п.) представляет собой логическую цепочку преобразований. На каждом шаге этого процесса выполняется какая-то элементарная процедура, связанная с выводом того или иного результата из уже известных соображений. Тем самым из конкретной причины выводится некое следствие. Однако возникает естественный вопрос, откуда взялась эта причина? Как правило, она сама является следствием более ранней, более глубокой причины. Но что гарантирует истинность этой новой причины? Обращая имеющуюся логическую цепочку, мы непременно придем к какой-то первопричине, откуда уже выводится всё остальное. Но вот каково происхождение этой первопричины? Она по определению не может быть следствием чего-либо более элементарного. Стало быть, мы имеем дело с аксиомой, логическое обоснование которой невозможно в принципе. Так при закладке строения Здания Математики неминуемо встает проблема первого кирпича.

Замечание 2.1. Аксиомы вводятся не логически, а на основе интуиции. Как сказал Адамар, "строгость лишь освещает то, что завоевано интуицией". Интуиция не безупречна, и может подвести. Однако только она может привести к желаемой цели в незнакомой ситуации. Нильс Бор говорил, что есть "малые и большие истины". Малая истина такова, что отказ от нее приводит к противоречию. Отказ же от большой истины приводит к другой большой истине. Малая истина по Бору в Математике – это теорема, которая говорит о том, что при заданных условиях имеет место конкретный результат. Стоит нам допустить, что при указанных условиях реализуется другой результат, как мы неминуемо придем к противоречию. Таким образом, малая истина в полной степени подчиняется логике. Большая же истина – это аксиома. Отказавшись от нее, мы не придем к противоречию, а получим другую аксиому, а значит, другую большую истину. Вспомним, в частности, драматическую историю с пятым постулатом Евклида… И еще… Там, где миром правит логика, все детерминировано. При имеющихся условиях может быть получен только этот результат и никакой другой. Любой человек, пытающийся в этих условиях, прийти к каким-то выводам, придет тому же заключению. В этой ситуации практически не остается места для настоящего творчества, для свободы. Свобода существует там, где есть выбор. Свобода в Математике – это свобода выбора гипотез, аксиом, первопричин. И воспользоваться этой свободой можно на основе интуиции. Однако следует отметить, что фактически наш выбор – ограничен. Он осуществляется всякий раз из числа объективно существующих возможных исходов, гарантирующих непротиворечивость выбранных гипотез.

Замечание 2.2. Логика позволяет сводить многочисленные более сложные утверждения к небольшому количеству более простым положений – аксиом. В Математике часто встречаются ситуации, когда обширный класс сложных объектов сводятся к небольшому количеству более простых объектов, называемых базисом. Так, слово является набором букв, натуральное число разлагается в произведение простых чисел, вектор представляется в виде линейной комбинации единичных векторов, функция разлагается в ряд Фурье, окрестность точки выражается через фундаментальную систему окрестностей, и т.д. Тем самым система аксиом является своего рода базисом формализованной теории.
Множество считается наиболее элементарным понятием Математики и, следовательно, не может быть сведено к чему-либо еще более простому. Для него в принципе невозможно определение, построенное по классической схеме: "множеством называется...". Для характеристики множества иногда используют синонимы типа "совокупность", "класс" и т.п., едва ли сколько-нибудь проясняющие эту весьма запутанную ситуацию. 
Замечание 2.3. В тщетной попытке хоть как-то охарактеризовать понятие множества Георг Кантор заявил: "множество я представляю себе как пропасть".

Мы остановимся на следующем определении, если только его действительно позволительно считать таковым.

Определение 2.1. Множество XE "множество"  состоит из элементов XE "элемент" , обладающих некоторыми свойствами XE "свойство" , позволяющими объединять элементы во множество.

Здесь явно отмечается, что загадочное нечто, названное нами "множеством", имеет некоторую внутреннюю структуру, будучи составленным из каких-то таинственных объектов, выступающих под именем "элементов". Последние, в свою очередь, объединяясь во множество, обладают некими отличительными особенностями, поименованными "свойствами". Мы совершенно не в состоянии здесь четко охарактеризовать ни одно из трех имеющихся элементарных понятий в отдельности. У нас могут быть лишь некоторые весьма туманные соображения по поводу соотношений между ними. В частности, множество – это нечто, которое получается в результате рассмотрения некоторых элементов, обладающих общими свойствами и понимаемых как единое целое. Элементы – это то, что способно обладать какими-то свойствами и, будучи самостоятельными единицами, объединяться в целое множество. Наконец, свойство – это и есть тот самый унифицирующий принцип, посредством которого отдельно существующие элементы могут группироваться в единое множество. Подобные "разъяснения" не обладают желаемой степенью убедительности, но в виду явного отсутствия чего-либо лучшего мы все-таки остановимся на них. Отметим лишь то обстоятельство, что любое из вводимых понятий может быть сведено к двум другим, хотя мы не можем какое-то из них считать первичным. 

Замечание 2.4. Определение 2.1 характеризует всевозможные соотношения между любой парой из трех рассматриваемых объектов. Так, мысль «множество состоит из элементов» можно записать в виде Х={х,…}, подразумевая, что множество Х включает в себя элемент х и, возможно, еще что-то (пара «множество–элемент»). Ту же мысль можно выразить утверждением х(Х, означающим, что объект х является элементом множества Х (элемент–множество). Часть фразы «элементов, обладающих свойствами» записывается в виде Р(х): свойство Р выполняется для элемента х (свойство–элемент). Это же утверждение можно было бы описать, как х(Р), что означает, что элемент х обладает свойством Р (элемент–свойство). Наконец, мысль «свойствами, объединяющими элементы во множество» обычно записывается в виде Х={х|Р(х)}, т.е. множество Х состоит в точности из тех элементов х, которые обладают свойством Р. Учитывая, что это утверждение не зависит от элемента х, его можно было бы следующим образом: Х={|Р()} (множество–свойство). Двойственное утверждение можно было бы записать в виде Р={х|х(Х}, т.е. свойство Р характерно исключительно для элементов х множества Х или короче Р={|(Х}, т.е. свойство Р выполняется исключительно для элементов множества Х (свойство–множество). Отметим, что не все рассмотренные высказывания имеют практическое употребление.
Замечание 2.5. В дальнейшем нам предстоит работать исключительно с множествами, элементами и свойствами. Отметим, однако, что подобная классификация весьма условна. Один и тот же объект в зависимости от конкретной ситуации может быть идентифицирован и как множество, и как элемент, и как свойство. Так, в высказывании "некто есть студент биологического факультета" указанный факультет является множеством, элементом которого оказывается к данный студент. С другой стороны, в высказывании "биологический факультет является подразделением некоего университета" означенный факультет будет уже элементом множества (университета). Более содержательный пример такого рода будет описан на следующем этаже, когда у нас уже будет определенный запас математических объектов. Отметим, что возможность интерпретации одного и того же объекта и как элемент, и как множество, предопределяет серьезные неприятности (см., в частности, Замечание 2.13).
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Рис. 2.1. Множество X, элемент x и свойство P 
Для выделения конкретного объекта ему приписывается некоторое имя. В частности, мы можем рассматривать конкретные множество Х, элемент х и свойство Р (см. Рис. 2.1), где буквы "Х", "х" и "Р" используются для обозначения указанных объектов. Для указания связи между элементом и другими рассматриваемыми понятиями мы будем использовать выражения х(Х и Р(х). Первое из них говорит о том, что объект х является элементом множества Х, а второе – что этот объект обладает свойством Р.

Замечание 2.6. Мы уже никак не сможем уклониться от описания конкретных языковых структур. В приведенных рассуждениях мы ввели шесть букв: "Х", "х", "Р", "(", "(", ")", которыми пока исчерпывается наш алфавит. При этом предполагается выполнение следующих правил синтаксиса. Символ "(" может быть использован в слове исключительно после символа, обозначающего элемент, и перед символом, являющимся обозначением множество. В частности, сочетание букв "х(Х" признается допустимым, т.е. оказывается словом, а выражение "(хХ" таковым не является. Далее, после буквы, являющейся обозначением свойства, должен непременно следовать символ "(", затем должен находится символ, характеризующий наименование элемента, а последней буквой оказывается символ ")". В результате сочетание букв "Р(х)" признается словом. Наконец, обращаясь к семантике, мы наделяем слово "х(Х" смыслом "элемент х принадлежит множеству Х", а выражение "Р(х)" будет означать "элемент х обладает свойством Р". Тем самым рассматриваемые слова преобразуются в высказывания, т.е. становятся некоторыми смысловыми единицами.
Если утверждение х(Х не имеет места, т.е. представляет собой ложное высказывание, то используется запись х(Х.

Замечание 2.7. Обратим внимание на избыточность используемого нами алфавита. В частности, один и тот же смысл имеют слова х(Х и ((х(Х), оказываясь тем самым синонимами. Здесь выражение в скобках, как обычно, понимается как единое целое, отнесенное к ближайшему символу, находящемуся слева от скобок, т.е. к отрицанию. С точки зрения математической логики это предполагает истинность высказывания (х(Х) ( (((х(Х)) для любых входящих в нее объектов х и Х. Таким образом, можно было бы и не включать символ "(" в состав алфавита. Как всегда, расширение алфавита позволяет оперировать более короткими словами.
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Рис. 2.2. Задание множества.
Обратимся теперь к способам задания конкретных множеств, что характеризует связь понятия множества с элементом и свойством. Коль скоро "множество состоит из элементов...", то наиболее естественным способом определения множества представляется перечисление всех его элементов. Это достигается, например, следующим образом (см. Рис. 2.2):

Х = {x, y, z}. 

Здесь символ "Х" служит наименованием рассматриваемого множества; символ "=" (знак равенства) поясняет, что выражение, стоящее от него справа, непосредственно определяет объект, стоящий слева, т.е. конкретное множество. Буквы "х", "у" и "z", находящиеся между объектов "{" и "}" (фигурных скобок) и разделенные символом "," (запятая), обозначают конкретные элементы множества, а буква "." (точка) служит для обозначения конца смыслового участка текста. 

Замечание 2.8. В дальнейшем символ "=" используется не только для определения тех или иных объектов, но и для их сравнения, в частности, равенства. Использование разделительного символа "," не обязательно. Выражение xyz также могло бы интерпретироваться, как перечисление соответствующих элементов. Если же возникает необходимость в использовании нескольких букв для обозначения одного элемента, то можно воспользоваться скобками. В частности, выражение (xyz) могло бы говорить о том, что слово xyz является наименованием некоторого элемента. В нашем случае "запятая" используется исключительно для удобства записи в соответствии с принятой традицией и мог бы быть исключен из алфавита. В отсутствии скобок для объединения букв в отдельные слова обойтись без запятых нельзя за исключением того случая, когда заранее оговаривается, что все допустимые слова состоят из одинакового числа букв. Такая ситуация реализуется, например, в универсальном генетическом коде, где каждое из слов состоит в точности из трех букв – любая аминокислота кодируется тройкой азотистых оснований.
Замечание 2.9. Порядок элементов, входящих в состав множества, значения не имеет в отличие от рассматриваемого в дальнейшем понятия пары, см. Комната 2.3. В частности, выражения {x,y} и {y,x} определяют одно и то же множество, поскольку состоят из одних и тех же элементов. 
Замечание 2.9'. В определении множества предполагается однократное включение в него каждого из его элементов. Иногда рассматривают мультимножества, в которых допускается многократное присутствие некоторых элементов. При этом каждому элементу мультимножества ставится в соответствие его кратность. К примеру, в мультимножестве {a,a,b} элемент a имеет кратность 2, а элемент b – кратность 1. В качестве приложения можно назвать мультимножество простых делителей натурального числа (число 12 характеризуется мультимножеством {2,2,3}) и мультимножество корней алгебраического уравнения (корни уравнения x3 – x2 = 0 характеризуются мультимножеством {0,0,1}).
Следует отметить, что лишь сравнительно простые множества могут быть определены указанным выше способом. В частности, на нашем пути встретятся бесконечные множества (см. Этаж 3), для которых полное перечисление всех элементов в принципе не возможно. Однако существует другой способ задания множеств, который состоит в указании свойства, характерного для элементов именно данного множества. В результате приходим к следующему выражению (см. Рис. 2.2):

Х = { x | P(x) }.
Приведенная выше запись означает, что множество Х состоит из тех и только тех элементов, которые обладают указанным свойством, причем символ "|" имеет разделительный смысл. Выражение, стоящее слева от него, служит наименованием рассматриваемых элементов, а выражение справа характеризует их свойство. 
Замечание 2.10. С двумя способами определения объектов мы постоянно встречаемся в жизни. Так, для того, чтобы объяснить кому-либо, что подразумевается под словом "солнце", можно непосредственно указать на этот объект: "солнце – это вон тот яркий шар в небе". Но можно сказать иначе: "солнце – это звезда, вокруг которой вращается Земля". В первом случае определяемый объект предъявляется непосредственно, а во втором – указывается свойство, позволяющее выделить данный объект среди множества других. 

Замечание 2.11. Два рассмотренных способа задания множества по-разному оцениваются с позиций конструктивной математики XE "математика:конструктивная" . В рамках последней существование математического объекта жестко увязывается с принципиальной возможностью его построения. Как говорил 
А.А. Марков, "Существование в математике – это потенциальная осуществимость построения". Объект считается заданным здесь исключительно в том случае, когда имеется алгоритм его непосредственного нахождения. В этой связи задание множества посредством указания свойства, характерного исключительно для его элементов, не может быть признано удовлетворительным в конструктивной математике. Подобная точка зрения достаточно близка интуиционизму XE "интуиционизм"  – одному из наиболее оригинальных направлений построения оснований Математики. Понятно, что поэлементное задание множества было бы предпочтительнее, поскольку восстановить свойства уже имеющихся элементов обычно намного проще, чем подобрать элемент, удовлетворяющий данному свойству, а тем более, найти все элементы с указанным набором свойств. Однако в том случае, когда у нас отсутствуют надежные средства определения в явном виде всех элементов данного множества, лучше дать четкое описание их свойств, чем вообще не иметь никакой информации об исследуемом объекте. В современной Математике принято отдавать предпочтение конструктивным методам исследования, что соответствует явному заданию элементов множества. В то же время не стоит игнорировать и неконструктивные методы, в частности, задание множества посредством указания свойства его элементов, в тех весьма распространенных случаях, когда ничего лучшего предложить не удается. В подтверждение осмысленности неконструктивного существования известен пример Гильберта. Среди любой группы людей наверняка есть человек с наибольшим количеством волос. То обстоятельство, что мы не знаем, кто это конкретно, не может служить препятствием при его характеристике, как реально существующего объекта.

Замечание 2.12. В современной Математике исследуемые объекты часто характеризуются с точностью до изоморфизма XE "изоморфизм"  – взаимно однозначного соответствия (это понятие будет определено в Комнате 2.6), сохраняющего все свойства, принимаемые во внимание в данной предметной области. Таким образом, непосредственному исследованию подлежат не столько сами конкретные элементы, сколько их характерные свойства. Как сказал Вернер Гейзенберг "мир делится не на различные группы объектов, а на различные группы взаимоотношений "
Проблема задания множества посредством указания определяющего его свойства далеко не тривиальна. Рассмотрим, например, понятие "слово". Среди объектов, поименованных таким образом, т.е. среди многочисленных элементов рассматриваемого множества, наряду с такими выражениями как "человек", "иметь", "красный" и т.п. мы встретим "слово". Тем самым элемент "слово" принадлежит множеству с тем же именем. То обстоятельство, что один и тот же объект фигурирует и в виде множества, и в виде элемента, как мы уже отмечали, смущать нас не должно. Итак, существуют множества, которые содержат само себя в качестве элемента. Понятно, что далеко не все множества обладают этим свойством. В частности, "буква" само по себе буквой не является. Пусть теперь высказывание Р(х) означает, что объект х не является элементом самого себя. Рассмотрим множество Х, определяемое этим свойством. Очевидно, ему принадлежит объект "буква", но не "слово". Возникает невинный вопрос, будет ли объект Х обладать свойством Р, т.е. является ли указанное множество элементом самого себя? Если справедливо включение 
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 то объект Х несомненно обладает свойством Р, определяющим это множество (в состав множества включаются те и только те объекты, для которых выполняется это свойство). Однако смысл рассматриваемого свойства состоит как раз отсутствии соответствующего включения, т.е. в соотношении 
[image: image5.wmf].
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 С другой стороны, при выполнении условия 
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 мы вынуждены признать справедливость свойства Р для объекта Х (указанное свойство как раз и состоит в отсутствии соответствующего включения). А это, в свою очередь, означает выполнение включения 
[image: image7.wmf].
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 Таким образом, как высказывание Р(Х), так и его отрицание приводят к противоречию (см. Рис. 2.3). 
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Рис. 2.3. Парадокс Рассела

Рассмотренный парадокс Рассела XE "парадокс:Рассела"  и другие подобные эффекты в значительной степени подрывают доверие к допустимости задания множества посредством определяющего свойства и являются серьезным аргументом в пользу интуиционизма. Однако отказ от такой формы определения множества существенно снижает возможности математического аппарата и представляется слишком дорогой платой за преодоление парадоксов теории множеств. В любом случае к неконструктивному заданию множества следует относиться с максимальной осторожностью.

Замечание 2.13. Эффекты типа парадокса Рассела, т.е. антиномии давно известны в логике. Такую же природу имеет парадокс лжеца XE "парадокс:лжеца" . Некто сказал: "я лгу". Правда ли это? Вспомним также парадокс брадобрея XE "парадокс:брадобрея" . В некой деревне живет брадобрей, который бреет тех и только тех жителей, которые не бреются сами. Бреет ли он себя? Очевидно, как положительный, так и отрицательный ответ на указанные вопросы приводит к противоречию. 
Замечание 2.14. Для того, чтобы заложить основания Математики и обойти парадокс Рассела и другие подобные неприятности, была разработана аксиоматическая теория множеств. Она предполагает введение некоторой системы аксиом таким образом, чтобы с ее помощью можно было бы описать важнейшие теоретико-множественные понятия, исключив при этом возникновение парадоксов. В настоящее время имеется несколько вариантов таких аксиоматик, например, система фон Неймана – Бернайса – Гёделя (NBG) и система Цермело – Френкеля (ZF). В частности, в основе NBG лежит различие между понятиями множества и класса. В частности, множество можно рассматривать как элемент некоторого класса. В то же время класс, не являющейся множеством, представляет собой столь большую совокупность, что он уже не может быть элементом чего-либо. С этими вопросами мы встретимся в теории категорий (см. Этаж 6). Система ZF работает исключительно с множествами. В частности, она дает описание процедур, которые можно проводить над множествами так, чтобы в результате непременно получались множества. Согласно NBG рассмотренное в парадоксе Рассела свойство Р задает некий класс множеств Х, который, не будучи множеством, не может чему-то принадлежать. В свою очередь, в системе ZF объект Х просто не может быть определен, поскольку его построение выходит за рамки допустимого набора процедур над множествами.
Замечание 2.15. Как не странно, подобные вопросы могут иметь практическое значение. Как известно, компьютерные программы могут зацикливаться, что едва ли вызывает положительные эмоции у программистов. В этой связи возникает естественное желание составить тестирующую программу, которая бы проверяла, будет ли произвольная программа зацикливаться или нет без запуска последней. Если таковая тестирующая программа разработана, то ее легко можно завершить таким образом, чтобы она зацикливалась, если проверяемая программа работает нормально, и останавливалась, если тестируемая программа зацикливается. Поскольку составленная таким образом программа сама относится к классу компьютерных программ, ее можно попытаться протестировать указанным выше способом. Если наша программа зацикливается, то по построению она должна остановиться. И наоборот, если программа завершается нормально, то она должна зацикливаться. В результате можно сделать вывод о том, что описанная программа не существовует. Приведенные рассуждения связаны с теоремой Тьюринга об остановке XE "теорема:Тьюринга об остановке" . Теорема Тьюринга в значительной степени близка к знаменитой теореме Гёделя о неполноте, в которой говорится, грубо говоря, о том, что в любой достаточно содержательной теории найдется такое высказывание, которое нельзя ни доказать, ни опровергнуть. А вот совершенно неожиданной оказывается ее связь с великой теоремой Ферма. Предположим, что теорема Тьюринга не верна, т.е. у нас имеется универсальный тестировщик программ (алгоритмов) на предмет их окончательной остановки. Тогда можно без труда составить программу простого перебора всевозможных значений 
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 Программа работает до тех пор, пока не будет найдена четверка таких выше указанных чисел, которые удовлетворяют равенству 
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 Если эта программа когда-либо завершит свою работу, то соответствующее уравнение имеет решение, а значит, теорема Ферма не верна. Наш гипотетический тестировщик должен однозначно указать, остановится ли данная программа или нет, не запуская саму программу. Тем самым мы наверняка получим ответ на вопрос, справедливы утверждения теоремы Ферма или нет. К сожалению, теорема Тьюринга не оставляет нам возможности получить столь экстравагантное доказательство теоремы Ферма.

Замечание 2.15'. В главе 6 будет рассмотрена теория категорий, позволяющая с единых позиций описывать многие математические конструкции. Аналогом понятия множества в теории категорий служит топос. С помощью теории топосов удается описать практически все варианты теории множеств.

Замечание 2.15''. Одним из обобщений множества служит понятие нечеткого множества. Здесь вместо отношения принадлежности элемента множеству выступает функция принадлежности со значениями из интервала [0,1]. В частности, если элемент наверняка не принадлежит данному множеству, то его функция принадлежности равна нулю; если наверняка принадлежит, то единице. В остальных случаях отношение принадлежности рассматриваемого элемента считается нечётким, а соответствующее значение функции принадлежности лежит между нулем и единицей. Теория нечетких множеств применяется в информатике, кибернетике теории информации.

На основе уже имеющегося множества можно строить другие множества. Простейшие приемы построения новых множеств описываются в последующих комнатах.
Комната 2.2. Подмножества
Множество понимается либо как совокупность вещей, либо как синоним некоторого свойства вещей.
Герман ВЕЙЛЬ

Для дальнейшей работы нам необходимо иметь набор стандартных приемов, позволяющих конструировать новые множества. Ранее было отмечено, что определение множества связано с указанием свойства, характерного для элементов данного множества и только для них. Это обстоятельство подсказывает простейший способ построения новых множеств на базе уже имеющегося. Он состоит в определении на множестве некоторого дополнительного свойства и выделении набора элементов этого множества, обладающих указанным свойством. 

Рассмотрим некоторое множество Х и какое-либо свойство Q, которому могут удовлетворять или не удовлетворять элементы из Х.  Зададим множество 

Y = {х | (х(Х) & Q(x)}

элементов множества Х, которые обладают свойством Q (см. Рис. 2.4). В дальнейшем для его обозначения будет использоваться сокращенная запись

Y = {х(Х | Q(x)}.
Определение 2.2. Множество Y называют подмножеством XE "подмножество"  множества Х.

Замечание 2.16. Введенный объект Y действительно является множеством, поскольку он введен в соответствии с описанным ранее правилом задания множества посредством указания свойства, характерного для всех его элементов и только для них. 
Замечание 2.161. С подмножеством связано понятие характеристической функции, определенной в Комнате 2.6. На Этаже 6 мы убедимся, что подмножество является подобъектом категории множеств. Многочисленные примеры подобъектов других категории (подгруппа, топологическое подпространство и др.) рассматриваются на Этаже 4. 
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Рис. 2.4. Y есть подмножество Х
Замечание 2.17. Переход от более общих и более бедных понятий к более частным и более богатым осуществляется путем наделения предшествующих первичных понятий дополнительными свойствами. Это осуществляется за счет использования потенциально существующих внутренних резервов предшествующих объектов, а не на основе некоторого вмешательства извне. Так, отталкиваясь от первичных понятий множества, элемента и свойства, мы получаем последующее понятие подмножества, осуществляя действия исключительно над уже имеющимися первичными объектами.  Впоследствии, к примеру, переход от более общего, но и более бедного понятия группоида к менее общему, но более содержательному понятию полугруппы осуществляется путем введения на группоиде дополнительного свойства ассоциативности (см. Этаж 4, Блок В). Определение этого свойства осуществляется исключительно в терминах теории группоидов. Некоторые группоиды ассоциативны, образуя класс полугрупп, для которых выполняются некоторые дополнительные свойства, не характерные для неассоциативных группоидов. Объективность Математики состоит в том, что нечто новое потенциально уже содержится в старом вне зависимости от воли и желания человека. И творческое начало математика-исследователя проявляется в свободе выбора из великого множества потенциально осуществимых математических понятий, среди которых значительная часть мало содержательна или даже совсем не содержательна, тех, которые оказываются по тем или иным причинам наиболее важными. 
Очевидно, некое множество Y будет подмножеством множества Х в том и только в том случае, когда все его элементы принадлежат Х. Для обозначения высказывания "множество Y является подмножеством множества Х" используется запись Y(Х. Если это высказывание является ложным, то пишут Y(Х. Соотношение Y(Х между рассматриваемыми множествами называют вложением XE "вложение" . 

Замечание 2.19. Естественно, вместо высказывания Y(Х мы могли бы использовать запись 
((Y(Х). Тем самым отмечаем отсутствие острой необходимости включения буквы ( в состав алфавита. Условие Y(Х можно записать также в эквивалентной форме Y(Х. Вместо букв "(" и "(" используют также символы "(" и "(".
Дадим простейшую классификацию подмножеств данного множества (см. Рис. 2.5). В определении подмножества не исключена ситуация, когда дополнительное свойство реализуется для всех элементов множества Х. В этом случае подмножество Y сводится к Х. Таким образом, любое множество оказывается подмножеством самого себя.  Отметим также противоположную ситуацию, когда указанное свойство не выполняется ни для одного элемента исходного множества. Тогда подмножество вообще не будет иметь никаких элементов. Этот удивительный объект называется пустым множеством и обозначается (.
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Рис. 2.5. Классификация подмножеств.
Замечание 2.20. В принципе, существование пустого множества далеко не очевидно. Здесь, казалось бы, имеется явное противоречие с Определением 2.1, согласно которому множество должно из чего-то состоять. Однако мы называем введенный объект множеством, поскольку он, безусловно, отвечает определению подмножества, а было бы не совсем логичным, если бы какое-либо подмножество не относилось к классу множеств. Кроме того, его можно задать с помощью определяющего свойства, например, формулой 
[image: image14.wmf]{

}

,

xxx

Æ=¹

 что как раз и соответствует отсутствию каких-либо элементов. Позднее, вступив на Этаж 3, мы убедимся, что пустое множество (несомненное и абсолютное "ничто") позволяет определить сначала нуль, а затем и другие числа. Таким образом, это понятие оказывается чрезвычайно содержательным и абсолютно необходимым для возведения нашего строения. Мы заявляем (аксиома!), что существует нечто, не содержащее решительно никаких элементов, но, тем не менее, именуемое почему-то множеством. 
По определению пустое множество является подмножеством любого множества.

Замечание 2.21. Отсюда будет следовать чрезвычайно важный факт: мощность пустого множества строго меньше мощности любого непустого множества, что связано с определением числа "нуль" (см. Этаж 3). Отметим также, что из того же утверждения вытекает, что пустое множество является начальным объектом в категории множеств (см. Этаж 6). 
Если для любого элемента х множества Х справедливо свойство Q, то для обозначения соответствующего высказывания используется запись (х(Х: Q(x). Выражение (х(Х: Q(x) означает, что указанное свойство справедливо для какого-либо элемента множества Х, т.е. существует некоторый элемент из Х, обладающий данным свойством. Используется также сокращенная запись рассмотренных выражений  (х: Q(x) и (х: Q(x), если заранее ясно, об элементах какого множества идет речь. Символы "(" и "(" называются кванторами всеобщности XE "квантор:всеобщности"  и существования XE "квантор:существования" .

Замечание 2.22. Вообще, квантор – это общее название для логических операций, ограничивающих область истинности какого-либо утверждения. Отметим также, что высказывания (х: Q(x) и (х: Q(x) не зависят от объекта х, т.е. их смысл не изменится, если вместо х использовать любой другой символ. Часто вместо выражения (х: Q(x) используется запись Q(x) (х или ее более полный аналог Q(x) (х(Х. 
Если одновременно выполняются вложения Y(Х и Х(Y, то говорят, что множества Х и Y равны XE "равенство:множеств"  и записывают Х = Y. Элементы х и у равны XE "равенство:элементов"  при выполнении соотношения {x} = {y}.

Замечание 2.23. Согласно этому определению справедливо соотношение (X=Y) ( ((Y(Х) & (Х(Y)). Левую часть этого выражения следует рассматривать как сокращенную форму записи его правой части. Пополнение алфавита новыми буквами неизменно преследует единственную цель – избежать употребления слишком длинных слов. Кстати, можно было бы равенство множеств выводить из равенства элементов, а не наоборот. Вспомним, что понятия множества и элемента мы ввели одновременно, а не выводили одно из другого.

Замечание 2.24. Символ = здесь служит уже не для определения, а для указания справедливости конкретного соотношения между множествами или элементами. С позиций синтаксиса эти две ситуации достаточно легко различаются: при определении множества после буквы = должно непременно следовать выражение, заключенное в фигурные скобки, а при констатации факта равенства – наименование некоторого множества. Сам же факт использования конкретной буквы в словах с разной смысловой нагрузкой не должен вызывать особого удивления. В естественных языках мы сталкиваемся с той же ситуацией.
Равные множества состоят из одних и тех же элементов.
Замечание 2.25. Факт равенства двух объектов означает, что в действительности речь идет просто об одном и том же объекте, только с двумя различными наименованиями. Это возможно в том случае, когда при задании множества путем перечисления его элементов используется различный порядок их расположения, как, например, в равенстве {x,у} = {y,x}. При задании множества посредством указания характерного свойства равенство множеств реализуется в том случае, когда соответствующие свойства эквивалентны. В частности, множество четных чисел совпадает с множеством чисел, полученных в результате добавления единицы к произвольному нечетному числу.
Если высказывание "справедливо соотношение Х=Y" оказывается ложным, то используется запись Х(Y. Если множество Y вложено в Х, но не равно ему, то Y называется собственным подмножеством XE "подмножество:собственное"  Х. При этом говорят, что множество Х шире XE "множество:более широкое" , чем Y, а Y – уже XE "множество:более узкое" , чем Х, или, что вложение Y(Х является строгим XE "вложение:строгое" . В частности, строгим оказывается вложение множества ( в любое непустое множество. 

Замечание 2.26. Символы ( и = и их отрицания выражают некоторые отношения в классе множеств (см. Комната 2.5). Иногда символ ( используют исключительно для обозначения строгого вложения. Нестрогое вложение при этом характеризуется символом (. Вспоминаем, что на Этаже 1 символ ( использовался для обозначения импликации.
Совокупность всех подмножеств данного множества называется его булеаном XE "булеан" . Булеан множества Х обозначается через P (Х), т.е. P (Х) = {Y | Y(Х } (см. Рис. 2.6). 
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Рис. 2.6. Булеан двухэлементного множества

Замечание 2.27. Хотя введенный объект задан в соответствии с правилами определения множества, далеко не очевидно, что нечто, составленное из множеств, само является множеством. Ранее, казалось бы, достаточно ясно было сказано, что любое множество непременно состоит из элементов, но никак не из других множеств. Более того, использование понятия множества множеств выводит к парадоксам теории множеств (см., например, Замечания 2.13 и 2.68). Однако в рамках данного курса мы в значительной степени придерживаемся наивной теории множеств XE "теория:множеств, наивная" . Мы будем игнорировать возможные осложнения и считать булеан множеством, а в своем путешествии постараемся не забираться в наиболее темные закоулки теории множеств. Тем самым вероятность нарваться на крупные неприятности будет сравнительно малой. Определенная угроза при этом остается, ибо, как заметил Герман Вейль, "удивительно не то, что такие противоречия возникли, а то, что они появились на столь поздней стадии игры". 

Замечание 2.28. Вспомним, что принятое деление математических объектов на множества, элементы и свойства весьма условно. Так, по отношению к некоему объекту х объект Х может быть множеством, т.е. справедливо соотношение 
[image: image16.wmf].
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 Однако выполнено включение X(P(X), поскольку любое множество является подмножеством самого себя, а значит, элементом своего булеана.
Замечание 2.281. Категорный аналог булеана будет определен на Этаже 6.
Рассматривается непустое множество Х и его подмножества M и N. Зададим новые подмножества из Х с помощью следующих соотношений:

M ( N  =  { x(X | (x(M) ( (x(N) },    

M SYMBOL 199 \f "Symbol" N  =  { x(X | (x(M) & (x(N) },

M \ N  = { x(X | (x(M)  & (x(N) },
М SYMBOL 68 \f "Symbol" N  =  (M \ N) ( (N \ M).

Выражения M(N, M(N, M\N и М(N называются соответственно, объединением XE "объединение" , пересечением XE "пересечение" , разностью  XE "разность:множеств" и симметрической разностью XE "разность:множеств, симметрическая"  множеств M и N и являются операциями над множествами XE "операция:над множествами"  (точнее, над подмножествами из Х). 
Замечание 2.29. Это означает, что их результатом оказываются новые подмножества Х, т.е. объекты такой же природы, что и исходные множества. Общее понятие операции будет введено на Этаже 4. Мы могли бы вводить операции над произвольными множествами, а не над подмножествами одного и того же множествами. Однако приведенное выше определение более точно отражает истинную природу вводимой процедуры. Геометрический смысл введенных конструкций иллюстрируется диаграммами Венна, см. Рис. 2.7. Здесь изображены операции над плоскими множествами, т.е. подмножествами плоскости. Естественно, само понятие плоскости у нас еще отсутствует. Оно может быть определено лишь на Этаже 3 после знакомства с действительными числами.
Замечание 2.291. В Блоке В Этажа 4 мы убедимся, что булеан непустого множества с операциями (, ( и \ образует алгебру Буля.
При выполнении вложения N(M разность M\N называют дополнением XE "дополнение"  множества N в M Говорят, что множества M и N не пересекаются XE "множества:не пересекающиеся" , если их пересечение пусто. Множества M и N образуют разбиение XE "разбиение"  множества Х, если они не пересекаются, а их объединение равно Х. В частности, при N(M множества N и M\N образуют разбиение M. Эти понятия иллюстрируются Рис. 2.8. 

Операции над множествами позволяют конструировать новые множества из уже имеющихся. Теперь познакомимся с другим приемом, решающим ту же задачу.
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Рис. 2.7. Операции над множествами (диаграммы Венна)
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Рис. 2.8. Разбиение множеств
Комната 2.3. Произведение множеств
Природа построена не на чисто математической основе, а если таковая первооснова и существует, 
то созданная человеком математика не обязательно соответствует ей.

Морис КЛАЙН

Согласно принятой договоренности выражения {x,y} и {y,x} обозначают одно и то же множество (или, что фактически то же самое, два равных множества). Однако на практике часто представляют интерес конструкции, в которых порядок расположения элементов играет существенную роль. Парой XE "пара"  элементов х и у назовем множество (х,у) = {{x},{x,y}}.
Замечание 2.30. Последнее соотношение действительно определяет некоторое множество. Его левая часть (в терминах Этажа 1, слово) (х,у) служит наименованием (сокращенной формой записи) множества, задаваемого конкретным перечислением элементов. Таковыми являются {x} и {x,y}. Тем самым мы вновь называем нечто, состоящее из множеств, множеством. При этом элементы х и у уже никак не равноправны. Действительно, из определения равенства множеств, вытекает, что соотношение (х,у) = (х',у') возможно исключительно в том случае, когда соответствующие множества состоят из одних и тех же элементов. Поскольку равенство {x} = {x',y'} представляется не очень правдоподобным (как мы убедимся в дальнейшем, эти объекты различаются мощностью, см. Комната 2.7), заключаем, что указанные пары равны при выполнении условий {x} = {x'}, {x,y} = {x', y'}. Первое равенство означает, что x = x'. Тогда из второго следует, что y = y'. Таким образом, выражения (х,у) и (у,х) могут быть равны исключительно при х = у. Иногда пару непосредственно вводят, исходя из описанного выше свойства, т.е. подразумевают под ней такой объект (х,у), для которого равенство (х,у) = (х',у') возможно исключительно при одновременном выполнении условий x = x',  y = y'. Это определение в полной степени характеризует пару, но не является конструктивным. На геометрическом языке можно сказать, что объекту (х,у) соответствует ориентированный граф XE "граф:ориентируемый" , а объекту {x,y} – неориентированный граф XE "граф:неориентируемый"  (см. Рис. 2.9). В общем случае графом называется пара 
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 где Х есть некоторое множество элементов, называемых вершинами, а Y – некоторый набор объектов вида 
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 (ребро, соединяющая вершины х и у), либо 
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 (дуга от вершины х к вершине у), где 
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 Свойства графов изучаются в рамках теории графов. Мы столкнемся с графами на заключительном этаже при описании категорий.
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Рис. 2.9. Множества и пары. 

Замечание 2.31. Можно также ввести понятие тройки XE "тройка"  элементов 
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 как объект {{x},{x,y},{x,y,z}}. Аналогичным образом определяется упорядоченный конечный набор (х1,…,хn) называемый кортежем XE "кортеж" , словом XE "слово"  или вектором n-ого XE "вектор"  порядка. 
На основе понятия пары вводится еще один способ конструирования множеств.

Определение 2.3. Произведением (прямым XE "произведение:множеств, прямое"  или декартовым произведением) XE "произведение:множеств, декартово"   XE "произведение:множеств" множеств Х и Y назовем множество

Х(Y  =  {(х,у) | (x(X) & (y(Y)}.

Замечание 2.32. Можно дать определение произведения, опирающееся на теорию категорий (см. Этаж 6).

Замечание 2.32'. Переход от отдельных элементов к их упорядоченным наборам с последующим переходом от множеств таких элементов к их произведению проводится с целью объединения индивидуальных объектов в единое целое. Так, наборы отдельных чисел, выражающие координаты и скорости движущегося тела в результате указанной процедуры превращаются в точку фазового пространства, представляющего собой произведение множеств соответствующих координат и скоростей.

Замечание 2.33. На первый взгляд, произведение множеств выглядит обычной операцией, подобной объединению или пересечению. Однако здесь имеется принципиальное отличие. Результатом рассмотренных ранее операций являются объекты той же самой природы, что и исходные множества, в частности, подмножества некоторого множества Х. В данном случае мы получаем объект совершенно иной структуры. Так, произведением линейных множеств оказывается плоское множество (см. Рис. 2.10). Элементами произведения являются пары, т.е. множества множеств, в то время как исходные множества состоят из обычных элементов. Таким образом, на булеане какого-либо непустого множества произведение не является алгебраической операцией (см. Этаж 4).
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Рис. 2.10. Произведение множеств.
Замечание 2.34. Одним из подходов к аксиоматизации теории множества и преодолению возникающих в ней парадоксов является теория типов XE "теория:типов" . В ее основе лежит классификация всех математических объектов по типам XE "тип:множества" . В частности, обычные элементы имеют первый тип, естественные множества (состоящие из элементов) – второй, совокупности множеств – третий и т.д. При этом включение х(у считается допустимым (правило синтаксиса!) только в том случае, когда тип объекта х на единицу меньше типа объекта у (закрываем глаза на то, что термин "единица" нам пока не известен). Согласно этой классификации булеан множества и пара элементов относятся к третьему типу, поскольку они составлены из некоторых множеств. Тогда произведение множеств необходимо уже отнести к четвертому типу, так как оно состоит из пар – объектов третьего типа. Тем самым произведение множеств существенным образом отличается от их пересечения, объединения и т.п., обычных множеств, имеющих второй тип.

Замечание 2.35. Произведение множеств не коммутативно и не ассоциативно, т.е. в общем случае справедливы неравенства 
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В частности, первое соотношение непосредственно следует из определения пары. Что касается второго, то 
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 состоит из пар, у которых первая компонента является парой, 
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 – из пар, у которых вторая компонента есть пара,  а 
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– вообще из троек. Произведение Х(( для любого множества Х оказывается пустым, поскольку не включает в себя ни одной пары. Произведение Х(Х обычно обозначается через Х2 (аналогичный смысл имеют и более высокие степени множества XE "степень множества" ). В частности, под 
[image: image31.wmf]2

¡

 понимается евклидова плоскость XE "плоскость:евклидова" , т.е. произведение множества 
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 (числовой прямой) на себя. 
С помощью произведения множеств определяется понятие соответствия, выводящее нас в конечном итоге к числам, т.е. на Этаж 3. 

Замечание 2.36. Рассмотренные два описанных способа конструирования новых множеств (переход к подмножествам и произведению) будут использоваться при построении шкалы множеств, выводящей к общему понятию структуры (см. Этаж 6). 
Комната 2.4. Соответствия
Сила разума в том, что он признает существование множества явлений, ему непостижимых.

           Блез ПАСКАЛЬ

В предшествующих комнатах мы познакомились с некоторыми способами введения множеств, исходя из уже имеющихся. Комбинируя уже известные конструкции, мы можем построить новые объекты.

Определение 2.4. Любое подмножество произведения множеств называется соответствием XE "соответствие"  этих множеств.  

Замечание 2.37. Иногда соответствие называют отношением, однако мы будет использовать последний термин лишь для более узкого класса соответствий (см. последующая комната). Используется также термин "многозначная функция" (см. Комната 2.6).  
Пусть ( есть соответствие множеств Х и Y. При наличии включения (х,у)(( говорят, что элемент х находится в соответствии ( с элементом у и записывают х(у.  Множества 
D(() = {x(X | (y(Y: x(y}, R(() = {y(Y | (x(X: x(y}

называют областью определения XE "область:определения соответствия"  и областью значений XE "область: значений соответствия "  соответствия ( множеств Х и Y (см. Рис. 2.11). Эти множества называют также проекциями XE "проекция:соответствия"  соответствия ( на множества Х и Y. Геометрический смысл проекций – вполне естественный (см. Рис. 2.12).
Для элементов х(Х и y(Y рассмотрим множества (см. Рис. 2.12)
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Рис. 2.11. Соответствие ( множеств X и Y
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Рис. 2.12. Образ и прообраз соответствия.
называемые соответственно образом XE "образ:элемента при соответствии "  элемента х и прообразом XE "прообраз:элемента при соответствии"  элемента y при соответствии (. Отметим следующие очевидные соотношения:
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Замечание 2.37'. В принципе, включение ( можно было бы интерпретировать как соответствие между элементами и множествами. Действительно, условие x(X означает, элемент x входит в состав множества X. При этом соответствующим образом элемента x оказываются совокупность всех множеств, элементом которых является x, а прообразом множества X оказывается совокупность всех его элементов, т.е. само множество X.
Пример 2.1. Пусть даны множества X = {x1, x2, x3}, Y = {y1, y2, y3,y4} и соответствие ( между ними, определяемое равенством
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Справедливы равенства D(() = {x1,x3}, R(() = Y. Найдем образы и прообразы имеющихся элементов: 

((x1) = {y2, y4}, ((x2) = {(}, ((x3) = {y3},

( -1(y) = {x3}, (-1(y2) = {x1 , x3}, (-1(y3) = {x3}, (-1(y4) = {x1}.

Рассматриваемое соответствие можно задать в виде матрицы XE "матрица"  А = (аij), где аij = 1 при выполнении условия xi(yj  и аij = 0 в противном случае, i = 1,2,3; j = 1,2,3,4. Таким образом, находим матрицу соответствия
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Другой формой задания соответствия ( является граф соответствия XE "граф:соответствия"  (см. Рис. 2.13). 
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Рис. 2.13. Граф соответствия из примера 2.1.  

Замечание 2.38. С описанием соответствий с помощью графов и матриц мы столкнемся при исследовании упорядоченных объектов (см. Этаж 4, Блок А), которые характеризуются некоторыми специфическими соответствиями. 
Каждому соответствию ( множеств Х и Y можно сопоставить двойственное соответствие XE "соответствие:двойственное"  (* множеств Y и Х такое, что условие  у(*х справедливо всякий раз, когда выполняется соотношение х(у (см. Рис. 2.14).

Замечание 2.39. Здесь мы впервые встречаемся с двойственностью. Различные примеры этого явления будут рассмотрены на последующих этажах. Применительно к рассмотренному примеру матрице и графу соответствия ( сопоставляются транспонированная матрица XE "матрица:транспонированная"  (она получается из исходной за счет изменения порядка следования индексов всех элементов) и двойственный граф XE "граф:двойственный"  (он получается из исходного обращением всех стрелок) двойственного соответствия.

[image: image40.wmf] 

o

 

  (

х

,

у

)

 

 

 у

 

х

 

х

r

 

ó

 

   

r

 

Y

 

X

 

o

 

  (

y

,

x

)

 

 

x

 

y

 

y

r

 

*

x

 

  

r

*

 

X

 

Y

 

Þ

 


Рис. 2.14. Переход к двойственному соответствию.
Для дальнейшей работы нам понадобятся два частных случая соответствия – отношения и операторы. Таким образом, из данной комнаты выводят сразу две двери, через каждую из которых нам еще предстоит пройти. В принципе, не столь уж важно, в какую из последующих комнат мы войдем в первую очередь. Со временем оба пути сойдутся, и мы попадем в Комнату 2.7, расположенную уже в непосредственной близости от лестницы, ведущей на Этаж 3.
Комната 2.5. Отношения
Математика изучает не предметы, а лишь отношения между ними; поэтому для них совершенно безразлично, будут ли одни предметы замещены другими, лишь бы только не менялись их отношения.

Анри ПУАНКАРЕ

Одним из важнейших классов соответствий являются отношения.

Определение 2.5. Соответствие между множествами Х и Х называется отношением XE "отношение"  на Х.
Замечание 2.40. Отношение на множестве Х является подмножеством 
[image: image41.wmf]2
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 Его называют бинарным XE "отношение:бинарное" , поскольку оно связывает два элемента рассматриваемого множества. Имеют смысл и отношения n-ого порядка на множестве Х, представляющие собой подмножества 
[image: image42.wmf].
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 Примером отношения третьего порядка является условие коллинеарности точек на плоскости, т.е. расположение трех точек на одной прямой. Условие компланарности расположения четырех точек трехмерного пространства на одной плоскости является примером отношения четвертого порядка. Отношение первого порядка определяет некоторое подмножество Х, т.е. характеризует какое-то его свойство. 
Рассмотрим важнейшие классы отношений, широко применяемые в дальнейшем. Отношение ( на множестве Х называется рефлексивным XE "отношение:рефлексивное"  при выполнении х(х для всех х(Х; симметричным XE "отношение:симметричное" , если из условия  х(у следует у(х для всех х,у(Х; транзитивным XE "отношение:транзитивное" , если при х(у и у(z всегда выполнено условие х(z (см. Рис. 2.15).
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Рис. 2.15. Классы отношений.
Замечание 2.41. В дальнейшем будут рассматриваться и другие типы отношений. В частности, важную роль играет антисимметричное отношение, используемое при определении структуры порядка (см. Этаж 4, Блок А). Как и в случае соответствий общего вида имеет смысл понятие двойственного отношения XE "отношение:двойственное" . Очевидно, в случае симметричности отношения ( справедливо равенство 
(* = (. 

Рефлексивными оказываются отношения кратности на множестве натуральных чисел, параллельности прямых, вложения множеств, отношение "быть земляками" для людей. Симметричны отношения четности суммы для натуральных чисел, перпендикулярности прямых, пересекаемости множеств, отношение "быть супругами" для людей. Транзитивны отношения "больше" для действительных чисел, "расположение ниже" для графиков функций, вложение множеств, отношение причинности событий. 
Чрезвычайно важную роль практически во всех разделах Математики играют отношения, обладающие всеми вышеуказанными свойствами одновременно.
Определение 2.6. Рефлексивное симметричное транзитивное отношение называется  эквивалентностью XE "эквивалентность" .

Замечание 2.42. На первом этаже мы вводили эквивалентность как логическую операцию. В данном случае этот термин имеет принципиально иной смысл и характеризует специфический тип отношений.
Замечание 2.43. Может создаться впечатление, что определение эквивалентности не совсем корректно. Действительно, казалось бы, из условия х(у в силу симметричности всегда следует высказывание у(х. Тогда, имея одновременно соотношения х(у и у(х в силу транзитивности получаем х(х. Поскольку на элемент х никаких ограничений не налагалось, установим, что последнее условие выполнено для любого элемента, что является определением рефлексивности. Таким образом, получается, что рефлексивность следует из симметричности и транзитивности, а значит, использование его в определении эквивалентности не нужно. Однако в действительности в приведенных рассуждениях элемент х не был произвольным, поскольку неявно предполагалось, что он находится в отношении  (  хотя бы с одним элементом у. Тем самым любое симметричное рефлексивное отношение, в котором существует хотя бы один элемент, не находящийся в данном отношении ни с одним элементом имеющегося множества, не будет рефлексивным, а значит, и эквивалентностью.
Примерами эквивалентности будут параллельность прямых, подобие треугольников, совпадение какого-либо анкетного признака у людей (гражданства, возраста, роста, веса и др.). Высказывания х и у эквивалентны, если утверждение х ( у истинно. Множество всех элементов из Х, эквивалентных  некоторому  элементу х в смысле отношение (, называется классом эквивалентности  XE "класс эквивалентности" [x] с представителем х.
Замечание 2.44. При необходимости вместо [x] используют более полное обозначение 
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Определение 2.7. Множество Х/( всех классов эквивалентности на Х по отношению ( называется фактормножеством. XE "фактормножество"  
Замечание 2.45. Фактормножество есть объект, состоящий из множеств. В рамках теории типов он классифицируется так же, как и рассмотренные ранее понятия пары и булеана. 

Каждый класс эквивалентности однозначно определяется любым своим представителем. Классы эквивалентности образуют разбиение исходного множества (см. Рис. 2.16). С другой стороны, если имеется разбиение множества Х, то отношение, состоящее из всех пар (х,у) таких, что элементы х и у принадлежат одному и тому же подмножеству разбиения, оказывается эквивалентностью. Переход от множества Х к Х/( называют факторизацией XE "факторизация" .
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Рис. 2.16. Фактормножество Х/(.
Замечание 2.46. Элементы х и у эквивалентны тогда и только тогда, когда элементы [x] и [y] соответствующего фактормножества равны между собой. Таким образом, факторизация трансформирует отношение эквивалентности в равенство. Оператор (, который ставит в соответствие каждому элементу рассматриваемого множества соответствующий ему класс эквивалентности, называется каноническим проектором. Факторизация есть объединение каких-либо объектов в классы на основании совпадения некоторых общих признаков, задающих отношение эквивалентности. Таким образом, она лежит в основе любой классификации. Собственно, классификация и есть факторизация.

Замечание 2.47. Математика, как правило, оперирует не с обычными множествами, а с фактормножествами. Это означает, что свойства исследуемого объекта чаще всего восстанавливаются не полностью, а лишь до какого-то уровня восприятия, за пределами которого два объекта считаются практически не различимыми (эквивалентными), т.е. могут восприниматься как один объект (это и есть факторизация). Так, в рамках топологии круг и квадрат обладают одинаковыми свойствами, поскольку каждый из них может быть непрерывно деформирован в другой, в отличии, к примеру, от кольца, которое невозможно непрерывно преобразовать в круг. Возможность взаимно однозначного и взаимно непрерывного отображения одного объекта в другой есть отношение эквивалентности для данного круга проблем (см. Этаж 4, Блок С). Тем самым в топологии изучаются не конкретные объекты, а некоторые свойства, в рамках которых круг и квадрат не различимы. Круг, квадрат, треугольник и многие другие плоские объекты образуют некоторый класс эквивалентности (элемент фактормножества), который и является предметом исследования в топологии. В Математике объект чаще всего характеризуется с точностью до некоторого изоморфизма – такого преобразования, которое сохраняет все свойства объекта, считающиеся принципиальными в данной предметной области. На Этаже 4 будут рассмотрены фактормножества множеств, наделенных некоторой структурой, в частности, факторгруппы, векторные и топологические факторпространства. Общее понятие факторобъекта дается на Этаже 6.
Приведем примеры фактормножеств, представляющие интерес для последующих исследований. 
Пример 2.2. Сравнимость по модулю. Пусть 
[image: image46.wmf]¥

 есть множество натуральных чисел, а условие х(у означает, что модуль разности | х – у | делится на три. При этом говорят, что числа х и у сравнимы по модулю XE "сравнимость:чисел"  3. С помощью этого отношения множество 
[image: image47.wmf]¥

 разбивается на классы (см. Рис. 2.17):

 [1] = {1,4,7,10, ...},  [2] = {2,5,8,11, ...},  [3] = {3,6,9,12, ...}.

Все элементы одного класса имеют один и тот же остаток при делении на число три. Соответствующее фактормножество имеет следующий вид: 
[image: image48.wmf]/{[1], [2], [3]}.
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Замечание 2.48. Характерно, что часовая стрелка указывает время в соответствии со сравнимостью по модулю 12. В частности, 8 часов и 20 часов оказываются эквивалентными (как и аналогичное время в любой день), будучи обозначенными одним и тем же положением стрелок. В этой связи 20 часов часто называют "8 часов вечера". Мы вернемся к рассмотрению сравнимости по модулю при исследовании алгебраических объектов (см. Этаж 4, Блок B).
Пример 2.3. Линейная зависимость. На множестве ненулевых векторов на плоскости в качестве отношения эквивалентности можно выбрать их линейную зависимость (см. Рис. 2.18). Тогда соответствующее фактормножество представляет собой совокупность прямых, проходящих через начало координат, причем последняя точка исключается из рассмотрения, не будучи элементом исходного множества. (
Замечание 2.48'. Векторы и их линейная зависимость будут рассматриваться на Этаж 4, Блок B.
Пример 2.4. Дробная часть числа. На множестве действительных чисел 
[image: image49.wmf]¡

 рассмотрим отношение эквивалентности (, считая условие х(у выполненным, если разность x – y является целым числом. Любым двум различным точкам х и у удовлетворяющей неравенству 0(х<1 и 0(у<1 соответствуют различные классы эквивалентности [x] и [у]. Отметим справедливость равенства [0] = [1]. Любая точка лежащая на интервале (1,2) имеет эквивалентную точку интервала (0,1) и т.д. Таким образом, по мере увеличения или уменьшения числа на прямой соответствующий ей класс эквивалентности периодически меняется с периодом, равным единице. Тем самым фактормножество 
[image: image50.wmf]/
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 можно интерпретировать как окружность единичной длины (см. Рис. 2.19).

Замечание 2.49. С последним фактормножеством мы еще встретимся на Этаже 4, где на нем будет определена соответствующая фактортопология.
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Рис. 2.17. Фактормножество 
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Рис. 2.18. Отношение линейной зависимости векторов.
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Рис. 2.19. 
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представляется окружностью единичной длины.
В дальнейшем будет использоваться специальный тип эквивалентности множеств – равномощность, что в конечном итоге и выведет нас на третий этаж. Однако при его определении используется специфическое соответствие, называемое оператором. 

Замечание 2.50. Следуя принятой нами "архитектурной" интерпретации математических событий, можно заключить, что в данный момент мы попали в коридор, который выводит к двери в интересующую нас Комнату 2.7. Однако дверь эта оказалась запертой. Для продолжения движения по нашему маршруту, требуется два ключа. Один из них (отношение эквивалентности) мы нашли в данной комнате. А вот за вторым ключом (понятие биекции) еще предстоит сходить в Комнату 2.6, куда можно попасть только из Комнаты 2.4, вернувшись к понятию соответствия.
Комната 2.6. Операторы
Откуда мы пришли? Куда свой путь вершим?

Омар ХАЙЯМ

Обратимся теперь к рассмотрению другого класса соответствий, являющегося одним из наиболее важных математических объектов.

Определение 2.8. Соответствие А множеств X и Y называется оператором XE "оператор" , действующим из X в Y, если D(А) = Х, и для любого элемента x из Х и любых y, z из А(x) справедливо равенство у = z.

Замечание 2.51. Оператор часто называют также отображением XE "отображение"  или преобразованием XE "преобразование" . Используются также термин "функция" XE "функция" , имеющий, впрочем, как правило, более узкий смысл (см. ниже). Иногда для оператора не требуют совпадения области его определения с множеством Х. При этом говорят об операторе 
[image: image56.wmf]:
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 с областью определения  D(А).

Замечание 2.52. Прообраз любого элемента области определения оператора состоит из единственного элемента (см. Рис. 2.20). Казалось бы, такая форма задания оператора существенно проще. Однако используемое при этом число "один" будет определено лишь этажом выше, а значит, не может применяться в наших конструкциях.

Замечание 2.53. Определение 2.8 соответствует принятому в анализе понятию графика оператора XE "график:оператора" . Оператором при этом называют правило, сопоставляющее каждому элементу из области его определения соответствующий образ. Однако фактически любой оператор, понимаемый таким образом, имеет конкретный график и однозначно им определяется. Таким образом, нет никаких оснований различать эти два понятия. С логической точки зрения приведенное ранее определение оператора представляется предпочтительным, поскольку оно не связано с нуждающимся в уточнении термина "правило", а непосредственно выводится из основополагающих понятий теории множеств, являясь специфическим классом соответствий, т.е. некоторым множеством пар элементов. Отметим, впрочем, что в приведенном определении теряется естественный динамический смысл оператора как преобразования множеств. Эта особенность оператора становится определяющей в теории категорий (см. Этаж 6).
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Рис. 2.20. Соответствие А является оператором.
Для обозначения оператора А, действующего из множества X в Y, используется запись 
[image: image58.wmf]:.
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 Область определения и область значений оператора имеют тот же смысл, что и для соответствий общего вида. При выполнении условия хАу говорят, что у есть значение оператора А на элементе х или образ элемента х при действии оператора А и записывают 
[image: image59.wmf].
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 Прообраз элемента при действии оператора представляет собой прообраз элемента рассматриваемого соответствия.

Замечание 2.54. Произвольное соответствие А между множествами Х и Y можно интерпретировать как оператор 
[image: image60.wmf]:
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 согласно которому каждому элементу х(Х сопоставляется подмножество Ах множества Y, называемое образом соответствия. В этой связи для этого объекта используется также термин многозначное отображение XE "отображение:многозначное"  множества Х в множество Y. Для произвольного оператора двойственное соответствие, вообще говоря, не является оператором. Необходимым и достаточным условием того, чтобы оно оказалось оператором, является обратимость оператора. При этом двойственным соответствием будет определяемый ниже обратный оператор.
Если областью определений и значений некоторого оператора E является одно и то же множество X причем Ex=x для любого элемента x из множества X, то E называют единичным оператором на этом множестве. Если область определения и область значений оператора являются числовые множества (определение числовых множеств дается на Этаже 3), то соответствующий оператор называют функцией XE "функция" . Если область определения произвольна, а область значений является числовым множеством, то оператор называют функционалом. Важным примером функционала является характеристическая функция 
[image: image61.wmf]M
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 некоторого множества М, равная единице для всех элементов данного множества и нулю вне его (см. Рис. 2.21). Если же лишь область определения оператора является числовым множеством, то оператор называют абстрактной функцией. 


[image: image62.emf] 

   х       

   у         

М  

 М ( х ) = 1 ,    М ( у ) =  0    


Рис. 2.21. Характеристическая функция множества М.
Замечание 2.55. Теория функций XE "теория:функций"  является одним из важнейших разделов математического анализа и включает в себя теорию функций действительного переменного XE "теория:функций действительного переменного"  и теорию функций комплексного переменного XE "теория:функций комплексного переменного" . Отметим также широко используемые в теории чисел арифметические функции XE "функция:арифметическая" , аргументами которых служат натуральные числа, а значениями – комплексные числа. В математической логике рассматриваются булевы XE "функция:булева"  функции XE "функция:логическая" , аргументами и значениями которых служат числа 0 и 1. Наконец, основу алгебры (см. Этаж 4, Блок В) составляют операции XE "операция" , представляющие собой операторы, сопоставляющие некоторому фиксированному количеству элементов данного множества (например, двум для бинарных операций) конкретный элемент того же множества. 

Для операторов 
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, которых область значений первого из них совпадает с областью определения второго из них, можно определить оператор ВА, называемый композицией рассматриваемых операторов, с областью определения X и областью значений Z в соответствии с равенством (BA)x = B(Ax) для любого элемента x из X. Для любых трех операторов 
[image: image65.wmf]:
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, 
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 и 
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справедливо равенство  C(BA) = (CB)A, выражающее ассоциативность композиции операторов (см. Рис. 2.22). Если E есть единичный оператор на множестве X, а операторы A и B имеют это множество в качестве соответственно, области определения и области значений, то справедливы равенства EA = A и BE = B.
Замечание 2.56. Указанные свойства означают, что всевозможные множества и действующие на них операторы образуют категорию (см. Этаж 6). Свойство ассоциативности чрезвычайно важно в теории алгебраических объектов (см. Этаж 4, Блок B).
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Рис. 2.22. Ассоциативность композиции операторов.

Как и в случае отношений, мы выделим важнейшие классы операторов 
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 с которыми предстоит работать в дальнейшем. Оператор А назовем сюръекцией XE "сюръекция" , если для любого у(Y существует такой элемент х(Х, что справедливо равенство 
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 Оператор А – инъекция XE "инъекция" , если из равенства 
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 следует, что 
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 Если оператор является одновременно сюръекцией и инъекцией, то его называют биекцией XE "биекция" . 

Замечание 2.561. Приведенная классификация операторов является частным случаем классификации морфизмов категории (см. Этаж 6).
Оператор будет сюръекцией, если любой элемент из Y имеет непустой прообраз; инъекцией, если любой элемент имеет не более одного прообраза; и, наконец, биекцией, если каждый элемент из Y обладает единственный прообраз. Для отображения произвольного конечного множества в себя понятия сюръекции, инъекции и биекции эквивалентны.
Пример 2.5. Функция. Если Х и Y представляют собой множества действительных чисел (определение числовых множеств дается на Этаже 3), то оператор 
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 называют функцией XE "функция" . Рассмотрим функции, характеризуемые следующими равенствами (см. Рис. 2.23):  

А1х = х3 – х, А2 х = 1+1/(|x|–1),  А3 х = х3, А4 х = х2.

Оператор А1 является сюръекцией, А2 – инъекцией, А3 – биекцией, а А4 – не сюръекцией и не инъекцией, что соответствует общему случаю и, как правило, наблюдается на практике. (

[image: image74.wmf] 

 

y

2

 

 

y

1

 

 

y

1

 

 

y

2

 

 

x

 

 у

 

 

у

 

  х

3

 

 х

2

 

 

х

2

 

 х

2

 

 х

1

 

 х

1

 

А

-

1

{

y

} = {

х

}

 

А

-

1

{

y

1

} = 

Æ

 ,  

À

-

1

{

y

2

} = {

õ

1

,

 õ

2

} 

 

À

-

1

{

y

1

} = 

Æ

 ,  

À

-

1

{

y

2

} = {

õ

2

}

 

À

-

1

{

y

} = {

õ

1

, 

õ

2

,

 õ

3

}

 


Рис. 2.23. Примеры функций. 

Пример 2.6. Канонический проектор. Пусть Х есть некоторое множество, на котором определено отношение эквивалентности (. Рассмотрим отображение 
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 которое ставит в соответствие любому элементу х из множества Х класс эквивалентности [x] (см. Рис. 2.18 и Рис. 2.20). Оно называется каноническим проектором XE "проектор:канонический"  и является сюръекцией. В частности, в Примере 2.2 каждому из имеющихся классов эквивалентности [1], [2] и [3] непременно соответствуют некоторые прообразы, а образами чисел 1, 4, 7 и т.д. при действии оператора ( будет один и тот же класс [1]. В Примере 2.4 канонический проектор ( ставит в соответствие любому действительному числу его дробную часть, которую можно понимать как точку на окружности единичной длины (см. Рис. 2.17). Можно рассмотреть также целую часть числа. Она представляет собой функцию, действующую из множества действительных чисел на множество целых чисел и сопоставляющая каждом действительному числу его целую часть. С ее помощью можно ввести отношение эквивалентности на множестве действительных чисел, считая два числа можно считать эквивалентными, если они обладают одинаковой целой частью (см. Рис. 2.22). Целая часть числа представляет собой сюръекцию и является каноническим проектором. В принципе, любая сюръекция задает отношение эквивалентности, относительно которой она будет каноническим проектором. Это относится, в частности, к операторам (X : Х ( Y ( X, (Y : Х ( Y ( Y, характеризуемым равенствами (см. Рис. 2.23)  (X(х,у) = х и (Y(х,у) = у  для всех x(X, y(Y. (
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Рис. 2.23'. Целая часть числа задает эквивалентность.
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Рис. 2.24. Проекторы.
Пример 2.8. Каноническое вложение. Если Y есть подмножество Х, то оператор 
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 который сопоставляет любому элементу х из множества Y тот же элемент, но уже из множества Х, называется каноническим вложением XE "вложение:каноническое"  и является инъекцией. В частности, любой элемент из дополнения X\Y не имеет прообраза при действии оператора (. Однако если уж некоторый элемент из Х обладает прообразом, то таковой оказывается единственным.
Замечание 2.59. С понятиями канонического проектора и канонического вложения мы еще столкнемся на Этаже 6 при рассмотрении факторобъекта и подобъекта, являющимися обобщениями фактормножества и подмножества.

Рассмотрим некоторые множества Х и Y, оператор 
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и соотношение

                                                                  Ах = у,                                                                 (2.1)

где х(Х, y(Y. Уравнением XE "уравнение" , характеризуемым оператором А, называется задача определения такого элемента х(Х, который при данном значении у(Y удовлетворяет равенству (2.1). Уравнение представляет собой задачу восстановления прообраза элемента при действии данного оператора. Если оператор А является сюръекцией, то для любого свободного члена у уравнение (2.1) разрешимо, т.е. имеет решение (возможно, не единственное). Если А – инъекция, то уравнение не может иметь двух решений, т.е. для тех значений свободного члена, при которых решение существует, оно единственно (хотя, возможно, решение существует не всегда). Если же оператор А является биекцией, то для любого у(Y уравнение (2.1) имеет единственное решение х(Х. Соотношение между оператором и уравнением иллюстрируется Табл. 2.1 и Рис. 2.25.

Табл. 2.1. Классификация операторов, преобразований и уравнений
	теория множеств
	геометрия (Рис. 2.25)
	алгебра

	оператор  A : X ( Y
	преобразование A множества X в Y
	уравнение  Ax = y

	A – сюръекция 
	любой элемент из Y достижим из  X с помощью преобразования A
	уравнение всегда разрешимо

	A – инъекция
	ни в один элемент из Y нельзя
попасть с помощью преобразования A 
двумя различными способами
	уравнение не может иметь 
двух решений

	A – биекция
	любой элемент из Y можно попасть 
с помощью преобразования A 

единственным способом
	уравнение всегда имеет
единственное решение
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Рис. 2.25. Свойства оператора, преобразования и уравнения. 
Замечание. 2.61. Фактически, мы имеем дело с тремя интерпретациями одного и того же объекта. На теоретико-множественном (аналитическом) языке он является оператором, на геометрическом – преобразованием, а на алгебраическом уравнением (алгебра исторически возникла как теория уравнений). Очевидно, любой оператор однозначно характеризует преобразование и задает соответствующее уравнение. Аналогично, преобразование представляет собой оператор и определяет уравнение. Наконец, уравнение непременно соответствует какому-то оператору, т.е. преобразованию. Любое высказывание, касающееся свойств оператора, может быть при желании переведено с аналитического на геометрический или алгебраический язык. К этой процедуре следует относиться так же, как и к переводу текста с языка английского на китайский или турецкий. Подлинный смысл высказывания (при условии точного перевода) при этом никак не меняется.

Замечание 2.62. В зависимости от вида оператора и множеств, на которых он действует, получают различные типы уравнений. В частности, если искомой величиной является конечный набор чисел (вектор), а рассматриваемый оператор – функцией или конечным набором функций, то уравнение называется алгебраическим XE "уравнение:алгебраическое" . В теории чисел исследуются диофантовы уравнения XE "уравнение:диофантово"  – алгебраические уравнения с целыми коэффициентами, решения которых определяются в классе целых или рациональных чисел. Если областью определения оператора является множество функций, то ему соответствует функциональное уравнение. В частности, одним из наиболее обширных разделов современной Математики является теория дифференциальных уравнений XE "уравнение:дифференциальное" , в которых неизвестная функция (или система функций) входит в уравнение вместе со своими производными. Уравнение, включающее в себя производные по одному аргументу, называется обыкновенным дифференциальным XE "уравнение:обыкновенное дифференциальное" . При наличии производных по нескольким независимым переменным получают дифференциальные уравнения в частных производных XE "уравнение:в частных производных" , называемые также уравнениями математической физики XE "уравнение:математической физики" . В случае интегральных уравнений XE "уравнение:интегральное"  искомая функция входит в заданные соотношения под знаком интеграла. Интегро-дифференциальные уравнения XE "уравнение:интегро-дифференциальное"  включают в себя как производные, так и интегралы от искомых функций. Уравнения будут широко использоваться на Этаже 3 при определении некоторых классов числовых множеств, а также на Этаже 4 при исследовании алгебраических структур.

Если оператор 
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 является биекцией, то можно определить оператор 
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 называемый обратным оператором XE "оператор:обратный" , с помощью соотношения 
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где х – решение уравнения (2.1) при данном значении у. Таким образом, единственное решение рассматриваемого уравнения определяется по формуле x = A-1y. Оператор обратим, если он обладает обратный оператор.
Замечание. 2.621. Биекцию можно определить и как оператор, являющийся одновременно инъекцией и сюръекцией, и как обратимый оператор. На Этаже 6 мы убедимся, за этими определениями стоят понятия биморфизма и изоморфизма в теории категорий, которые совпадают в категории множеств, но могут различаться в других категориях.
Понятие биекции позволяет ввести отношение эквивалентности на множествах, которое приближает нас к желанной лестнице, выводящей к числам.
Комната 2.7. Равномощность
То, что имеет наибольшее значение 
в математике, обосновано хуже всего.

    Нильс Хенрик АБЕЛЬ

Для дальнейшего продвижения вперед нам понадобятся одновременно два разных соответствия – отношение, оказывающееся эквивалентностью, и оператор, являющейся биекцией. 

Определение 2.9.  Множества Х и Y равномощны XE "множества:равномощные" , если существует биекция из Х в Y.

Отношение равномощности является рефлексивным, поскольку биекцией из любого множества Х в себя служит оператор 
[image: image84.wmf]:,

EXX

®

 называемый единичным  XE "оператор:единичный" и характеризуемый соотношением 
[image: image85.wmf].
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 Если оператор 
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 является биекцией, то таковым будет и соответствующий обратный оператор, откуда следует, что отношение равномощности симметрично. Пусть заданы биекции 
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 Тогда можно определить оператор 
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, обозначаемый через ВА и называемый композицией операторов XE "композиция:операторов" , который определяется из условия Сх = В(Ах). Очевидно, оператор С сам является биекцией, причем соответствующий обратный оператор равен 
[image: image90.wmf]111

CBA

---

=

, т.е. является композицией обратных операторов 
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. В результате заключаем, что отношение равномощности множеств оказывается транзитивным. Следовательно, мы действительно имеем дело с отношением эквивалентности множеств (см. Рис. 2.26). Для обозначения равномощности множеств Х и Y будем использовать запись Х (Y.
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Рис. 2.26. Равномощность является отношением эквивалентности.

Замечание 2.63. Композиция не является операцией на множестве операторов. Она имеет смысл только в том случае, когда область значений первого оператора оказывается подмножеством области определения второго. Композиция оператора А и обратного оператора А-1 (или, напротив, А-1 и А) дает единичный оператор. 

Как уже отмечалось, любое отношение эквивалентности позволяет разбивать рассматриваемое семейство на классы. При этом каждый класс однозначно характеризуется любым своим представителем.

Определение 2.10. Мощностью XE "мощность"  множества Х назовем класс эквивалентности [X] по отношению равномощности с представителем Х.
Будучи классом эквивалентности, мощность множества есть совокупность всех множеств, равномощных данному:  

[X] = {Y | Y ( X}.

Таким образом, равномощные множества и только они имеют одну и ту же мощность. 

Замечание 2.64. Часто для определения мощности множества употребляют высказывание: "Мощность – это то общее свойство, которым обладают все множества, между которыми можно установить взаимно однозначное соответствие". Такая характеристика мощности верна по сути, но не отвечает требованиям Этажа 1, поскольку не сводит вводимое понятие к уже известным объектам. Оно представляется весьма расплывчатым (что это за общее свойство?), а потому не может быть принято во внимание. 

Замечание 2.65. С позиции теории типов, будучи объектом, составленным из множеств, мощность имеет тот же тип, что пара элементов и булеан множества.

Для практического использования мощности необходимо установить, как соотносятся между собой различные множества. 

Пример 2.9. Рассмотрим жизненную ситуацию. В аудиторию вошла группа студентов. Возможно, все вошедшие сели на стулья, причем свободных мест не оказалось. Таким образом, между множествами людей и стульев устанавливается биекция. Не исключена ситуация, что некоторые из учащихся не почтили преподавателя своим присутствием, и какое-то количество стульев осталось не занятым. Тогда множество студентов равномощно собственному подмножеству множества стульев. Наконец, возможно, напротив, лекция вызвала столь бурный интерес, что на всех желающих ее послушать стульев просто не хватило. В этом случае уже множество стульев оказывается равномощным собственному подмножеству множества людей. (
Как видно из данного примера, для рассмотренных множеств Х и Y возможны три взаимоисключающих варианта:

1)  Х (Y,

2)  ((Y '(Y: Х ( Y ') & (( (X '( X: Х ( Y '),

3)  (( (Y '(Y: Х ( Y ') & ((X '(X: Х ' ( Y ).

Эта ситуация характерна для множеств любой природы. В частности, согласно теореме Кантора – Бернштейна XE "теорема:Кантора - Бернштейна" , в том случае, когда множество Х равномощно подмножеству из Y, а Y – равномощно подмножеству из Х, множества Х и Y равномощны. 

Замечание 2.66. Нельзя не согласиться со следующим утверждением Л. Янга: "В математике истинный смысл теоремы до конца раскрывается лишь в ходе ее доказательства, и если найдется такой болван, который будет заучивать только формулировки теорем, игнорируя доказательства, – он будет тратить время впустую". Тем не менее, мы не будем приводить доказательств теорем. При необходимости читатель без труда найдет все нужные доказательства в соответствующей литературе.
Если два множества не равномощны, то одно из них имеет собственное подмножество, равномощное второму множеству. Это позволяет эффективно сравнивать мощности множеств (см. Рис. 2.27). Так, если множество Х равномощно собственному подмножеству Y, то говорят, что мощность Х меньше XE "мощность:меньшая"  мощности Y (или мощность Y больше XE "мощность:большая"  мощности) и записывают 
[X] < [Y] (соответственно, [X] > [Y]). В случае вложения Х(Y, не исключающего равенства множеств, для соответствующих мощностей выполняется соотношение [X] SYMBOL 163 \f "Symbol" [Y], где символ "(" обозначает выполнения одно из двух отношений "<" или "=". Для любого непустого множества Х имеет место строгое вложение ((Х, откуда следует соотношение [(] < [X]. 
Замечание 2.67. В классе всевозможных мощностей Card отношение "<" оказывается транзитивным и антирефлексивным XE "отношение:антирефлексивное" : ни одна мощность не может быть меньше самой себя. Таким свойством обладает отношение "меньше" на числовых множествах, причем, как мы убедимся при прохождении следующего этажа, этот факт далеко не является случайным совпадением. Отношение ( на множестве Card является рефлексивным, транзитивным и антисимметричным, что соответствует частичному порядку (см. Этаж 4, Блок А). При этом мощность пустого множества оказывается наименьшим элементом в упорядоченном множестве мощностей.
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Рис. 2.27. Соотношения между мощностями множеств.
Возникает естественный вопрос, существует ли такое множество Y, что имеет место неравенство [X] < [Y] для любого множества Х, т.е. существует ли множество наибольшей мощности? Отрицательный ответ на него дает теорема Кантора XE "теорема:Кантора" , согласно которой для любого множества Х справедливо неравенство [X] < [P(X)], т.е. для любого множества найдется множество большей мощности.
Замечание 2.68. Действительно, любому элементу х множества Х можно сопоставить единственным образом элемент булеана {x}. В то же время булеан всегда включает в себя объекты, не соответствующие каким-либо элементам исходного множества, например, (. Тогда множество Х оказывается равномощным собственному подмножеству своего булеана, что и утверждает теорема Кантора. С этим результатом связан парадокс Кантора XE "парадокс Кантора" . Предположим, что Х есть множество всех множеств. Тогда его подмножеством будет и булеан Х (вполне конкретное множество). Отсюда следует, что мощность булеана (подмножества Х) не превосходит мощности Х. Однако это противоречит теореме Кантора. Преодоление этого парадокса связано с признанием некорректности понятия множества всех множеств. Вспомним также, что согласно теории типов Х не является множеством, будучи совокупностью некоторых (тем более, всех!) множеств. С другой стороны, объект "множество всех множеств" охарактеризован достаточно четко, подпадает под Определение 2.1 и, как будто бы, должен относится к множествам. Ну, так на то и парадокс!  
На этом краткий экскурс в теорию множеств завершается, и мы можем приступить к подъему на следующий этаж. Там обитают числа, едва ли не самые представительные жильцы здания Математики. В процессе знакомства с ними нам придется время от времени возвращаться на второй этаж, где располагаются ключи от комнат с различными числовыми множествами. Таким образом, определение новых классов чисел будет сопровождаться пополнением наших знаний о множествах общей природы. 
Замечание 2.69. Есть определенная логика в том, чтобы после теории множеств, являющейся основанием всей Математики, дать описание общей теории таких множеств, которые наделены некоторыми специфическими свойствами. Это соответствует абстрактным понятиям структуризованного множества и категории, рассматриваемым на Этаж 6. Далее можно было бы описать важнейшие классы структур – упорядоченную, алгебраическую и др., что соответствует Этажу 4. Следующим этапом изложения могли бы быть конкретные классы указанных структур, например, группоиды и кольца как формы алгебраических объектов. Четко следуя принципу "от общего к частному" в классе группоидов можно было бы выделить моноиды, группы и т.д. В соответствии с этой логикой такие конкретные математические объекты, как числа должны были бы появиться в самом конце. Однако есть серьезные основания придерживаться иной формы изложения. Во-первых, при непосредственном переходе от множеств к конкретным структурам заранее не ясно, какими именно свойствами следует наделять множества. Другое дело – рассмотреть сначала какой-либо набор конкретных содержательных множеств (в частности, чисел), для которых соответствующие свойства устанавливаются естественным образом, а потом попытаться рассмотреть множества общего вида, наделенные аналогичными свойствами. Кроме того, для успешного восприятия вводимых понятий хотелось бы иметь некоторый запас иллюстрирующих примеров. Наконец, надо иметь в виду, что конкретные математические объекты (например, множества натуральных, действительных и т.д. чисел) обладают несколькими качественно разными свойствами одновременно (числа можно складывать, упорядочивать и т.д.), что соответствует понятию смешанной структуры. Тем самым использование четкой пирамиды: "множество общего вида" – "структура (категория) вообще" – "конкретный тип структуры" – "конкретный класс структур данного типа" – … – "конкретный математический объект" приведет к тому, что данный объект появится многократно, причем, возможно даже, на разных уровнях пирамиды. В этой связи мы отходим от логического принципа "от общего к частному" и начнем с вывода из теории множеств конкретных объектов – чисел. Помимо всего прочего этот удивительный факт служит яркой иллюстрацией эффективности теории множеств. Действительно, можно только поражаться, как из предельно абстрактной теории множеств естественным образом вытекают вполне конкретные объекты, с которыми мы постоянно оперируем в нашей обыденной жизни. И лишь проведя предварительный анализ множеств, являющихся прямыми обобщениями конкретных числовых классов (упорядоченное множество служит обобщением последовательности натуральных чисел, расположенных по возрастанию; группа обобщает множество целых чисел с операцией сложения и т.п.), мы придем к общим понятиям структуры и категории. Тем самым будет показана принципиальная возможность представления здания Математики в виде пирамиды. 
Замечание 2.70. Среди направлений теории множеств отметим также дескриптивную теорию множеств XE "теория:множеств, дескриптивная" , которая изучает внутреннее строение множеств в зависимости от операций, с помощью которых они могут быть построены из множеств более простой природы.  Эти вопросы в некоторой степени рассматриваются на Этаже 4 (См. Блок C и Блок D).
Мы еще вернемся к теории множеств в заключительной части последнего этажа здания Математики, где эта теория будет рассмотрена в соответствии с общими теоретико-категориальными принципами.
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